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Prefazione

Il presente corso di Fondamenti di matematica per la formazione di base
¢ rivolto ai futuri insegnanti delle scuole elementari e dell’infanzia e si oc-
cupa (Vol. 1) di numeri e operazioni ¢ (Vol. 2) di elementi di geometria.

L’esposizione ¢ concisa ed essenziale e contiene spesso spunti di logi-
ca senza troppo soffermarsi in descrizioni discorsive. Si fa uso di simbo-
li per rendere sintetiche e chiare le esposizioni di matematica, attraverso
un’adeguata gradualita. Condividendo il punto di vista che i futuri inse-
gnanti, nel corso degli studi universitari, debbano accedere ad un livello e
ad una quantita di conoscenze matematiche che superino quelli relativi a
quanto essi stessi dovranno poi presentare in classe, vengono offerti diver-
si argomenti. Viene praticato un metodo espositivo motivato dalla convin-
zione degli autori che ogni concello matematico, anche a livello elementare,
richieda una definizione precisa, ma anche 'accenno a qualche aspetto in-
tuitivo, la motivazione della sua importanza e un po’ di collocazione storica.

Inoltre, ogni metodo di calcolo richiede la consapevolezza di quando sia
opportuno applicarlo.

Significativo ¢ il ricorso alla coerenza. Ad esempio, nella presentazione
delle operazioni aritmetiche dal caso dei numeri interi a quello delle fra-
zioni, pur evidenziando le differenze nel passaggio dai diversi insiemi, €
fondamentale mostrare che esse corrispondono allo stesso concetto.

Nel Volume 1, dopo un capitolo di teoria degli insiemi e uno di logica
per la matematica, vengono presentati gli insiemi numerici, ponendo I'ac-
cento sulla loro collocazione sulla retta, e il metodo delle coordinate nel
piano. Si studiano successivamente le funzioni elementari e le equazioni di
primo e secondo grado. In appendice sono forniti cenni di calcolo combi-
natorio e cenni di probabilita e statistica

Nel Volume 2, vengono presentati i concetti primitivi della geometria
euclidea, triangoli e poligoni, rette perpendicolari e parallele, relazioni tra
elementi dei poligoni, trapezi, parallelogrammi, e le trasformazioni isome-
triche nel piano. Un capitolo € dedicato alla circonferenza e al cerchio, e
uno ai poligoni inscritti e circoscritti. I teoremi di Euclide e Pitagora rien-
trano nel capitolo sull’equivalenza di figure piane.

Viene poi ripreso lo studio delle curve nel piano cartesiano e si conside-
rano problemi descritti da equazioni di primo e secondo grado e da sistemi
di primo grado.

Una posizione particolare occupa lo studio dei rapporti fra grandezze
omogenee con particolare attenzione al teorema di Talete. Nei capitoli con-
clusivi vengono trattate similitudini e omotetie e presentate varie applica-
zioni dell’algebra alla geometria. In appendice sono presenti cenni sulle
equazioni algebriche di secondo grado o ad esse riconducibili.

La presente nuova edizione contiene alcuni capitoli di geometria solida,
non considerati nella precedente.

Napoli 18 settembre 2019
GLI AUTORI
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VOLUME DEI SOLIDI

Anche per le figure solide, come per le figure piane, si pud parlare di
equivalenza (o equiscomponibilita).

Limitandoci inizialmente a considerare figure che siano prismi (o unioni
finite di prismi a due a due privi di punti interni in comune) si ha la seguente
definizione:

Due prismi (1) sono equivalenti (o, pill precisamente equiscomponibili) se
possono esser scomposti nello stesso numero di parti, in modo che ogni parte
dell’'una sia congruente ad una parte dell’altra e viceversa.

In tal modo si definisce una relazione di equivalenza e vale la proprieta
additiva (si confronti con il paragrafo 1 del cap. 23° del vol. I). Si & introdotti poi
a dare la definizione di estensione d7 una figura F come classe d’equivalenza di
F rispetto a tale relazione di equivalenza. In altre parole, due figure hanno la
stessa estensione se e solo se sono equivalenti (ovvero eguiscomponibili). Si
verifica inoltre che due figure congruenti, cioé tali che esista un’isometria che
porti 'una nell’altra, hanno la stessa estensione.

Per parlare di misura dell’estensione di una figura si fissa, in primo luogo,
come unita di misura un cubo c di lato u, ove u & 'unita di misura delle lunghezze.
Per semplicita si adotta il metro come unita di misura delle lunghezze e percid
il metro cubo come unitd di misura dell’estensione.

Poiché si dimostra che: dato un qualsiasi prisma, si puo costruire un paralle-
lepipedo rettangolo, avente per base un rettangolo equiscomponibile con la base del
prisma e avente altezza congruente a u, cio€ si puo costruire un parallelepipedo
rettangolo equivalente al prisma, e di altezza u, per misurare 'estensione del
prisma, si confronta tale parallelepipedo rettangolo con il cubo unitario ¢ me-
diante il procedimento della misurazione decimale, Il numero reale che si ottiene
si chiama misura dell’estensione del prisma o brevemente, volume del prisma.

Procedimenti analoghi si seguono per figure piu generali.

Volume del paralielepipedo rettangolo

Il volume di un parallelepipedo rettangolo si determina con un procedi-
mento simile a quello adoperato per I'area del rettangolo.

(1) O due unioni finite di prismi a due a due privi di punti interni in comune - dette pluriprismi.
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TEOREMA
2.1

(volume del Il volume di un parallelepipedo rettangolo ¢& il prodotto delle misure delle sue
parallelepipedo  dimensioni (cioe di tre spigoli uscenti da un suo vertice).
rettangolo) -

pimosTRAZIONE  Sia P un parallelepipedo rettangolo di dimensioni 4, &, c¢; sia C il cubo avente per lato
l'unitd di misura # delle lunghezze (Fig. 21.1).

PII

Fig. 21.1.

Siano P' e P" due parallelepipedi di dimensioni ¢, b, # e 4, u, u rispettivamente.
Poiché si puo dimostrare che: parallelepipedi rettangoli aventi due dimensioni congruenti
stanno fra loro come la terza dimensione, possiamo scrivere le seguenti proporzioni:

(2.1) P P =c:u
(2.2) P' :P"=b:u
(2.3) PY:C =aou

Indicate con @, B e le misure di 4, 4, ¢ rispetto all’'unita #, si ha
@=a:08 . B=bin , =gl

e quindi dalle proporzioni (2.1), (2.2), (2.3) si deduce facilmente
PPt T PR P =gl

da cui

(2.4) P=aBC

La (2.4) comporta che la misura del parallelepipedo rettangolo P rispetto a C, cioé¢ il
volume di P & a8 (cvd).

COROLLARIO
o Il volume di un cubo & uguale al cubo della misura del suo spigolo.

DIMOSTRAZIONE  Basta osservare che il cubo € un parallelepipedo rettangolo con le tre dimensioni 4, 4,
¢ congruenti fra loro: a=b=c (cvd).

3. Volume del prisma
Si pud dimostrare il seguente teorema, cui si & gid accennato nel paragrafo 1:
TEOREMA

Un prisma qualunque & equivalente ad un parallelepipedo rettangolo di base
equivalente ed altezza congruente.
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CAPITOLO VENTUNESIMO

PRINCIPIO
Di CAVALIERI

TEOREMA
3.2

(volume del
prisma)

4.

TEOREMA
a1

DIMOSTRAZIONE

1l teorema 3.1 & conseguenza di un notevole risultato dovuto al matematico
italiano Bonaventura Cavalieri (1589-1647) che va sotto il nome di:

Se due solidi si possono di-
sporre rispetto ad un piano
o in modo che le sezioni
ottenute in essi da un qua-
lunque piano f parallelo ad
o siano equivalenti, allora i
due solidi sono equivalenti.
(Fig. 21.2).

Fig. 21.2.

Per ottenere il volume di un prisma, osserviamo ora che un parallelepipedo
rettangolo di dimensioni 4, &, ¢ puod esser riguardato ad esempio come un prisma
retto avente per base il rettangolo di area A = a - b e per altezza b = ¢. In tal caso
il suo volume abc = A - b pud essere riguardato come prodotto dell’area di base
per Paltezza:

(3.1) V=A-h

F facile verificare che la formula (3.1) continua a valere per il volume di un
qualsiasi prisma la cui base abbia area uguale ad A e P'altezza misuri 5. Si ha cioe il

Il volume di un prisma & il prodotto dell’area della base per la misura dell’al-
tezza,

Volume della piramide

Sussiste il seguente

Due piramidi di basi equivalenti ed altezze congruenti sono equivalenti.

Siano date due piramidi
di basi A e A' giacenti
sul piano a e aventi la
stessa altezza b/ (Fig.
21.3). Siano B e B' le
aree delle sezioni otte-
nute con un qualsiasi

piano § parallelo J

Fig. 213. (@
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TEOREMA
42

DIMOSTRAZIONE

COROLLARIO
4.1

(volume
di una
piramide)

ad a la cui distanza dai vertici delle piramidi sia x. Dal teorema delle sezioni parallele
di una piramide (ved. il paragr. 4 del cap. 19°) segue

A:B=h?:x* e A':B'=h%:x*
da cui
AzB=A"1B'
Essendo per ipotesi A =A" si avrd B=B" ed allora, per il principio di Cavalieri le piramidi

sono equivalenti (cvd)

1l seguente teorema consentira di calcolare il volume di una piramide.

Una piramide & equivalente alla terza parte di un prisma avente base ed altezza
congruenti. '

Limitiamo la dimostrazione al caso di una piramide triangolare OABC. Tracciamo il
piano B per il vertice O, parallelo

alla base ABC (Fig. 21.4). E
Conduciamo poi dai punti B e C le 0

parallele allo spigolo OA che inter- e
secheranno f nei punti D ed E. In RN 7
tal modo otteniamo un prisma trian- PAR S D
golare che ha la stessa base ABC e la | g A o
stessa altezza della piramide data e \ ' P
che & decomponibile come unione \ ,
della data piramide e della piramide / “ /7
quadrangolare di vertice O e base »
BCED. ; | ’

Consideriamo il piano determinato A

y 0
‘ 7
dalle rette OB, OF, il quale eviden- /
temente divide la piramide qua- 4
drangolare nelle due piramidi trian-

golari di vertice O e basi BED e B

BCE. Tali basi sono congruenti per-

ché BE ¢ diagonale di un parallelo- Fig. 21.4.

grammo e quindi le due piramidi

sono equivalenti. '

Se nel tetraedro OBDE consideriamo come vertice B e come base il triangolo OED, esso
¢ equivalente alla data piramide perché ha con essa altezze e basi rispettivamente con-
gruenti.

Abbiamo cosi dimostrato che il prisma & decomponibile nell’'unione di tre piramidi
equivalenti tra loro e prive di punti interni in comune, da cui segue subito I’asserto (cvd).

Il volume V di una piramide si ottiene dividendo pet 3 il prodotto dell’area di
base Ay, per la misura dell’altezza h.
In formule:

V=-—H3-h
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CAPITOLO VENTUNESIMO

TEOREMA
5.1

(volume del
cifindro)

TEOREMA
5.2

(volume del
cono)

Volume del cilindro e del cono

Nel cap. 15° abbiamo definito 1’area del cerchio come (unico) elemento di
separazione tra le classi A e B costituite dalle aree dei poligoni inscritti e circo-
scritti al cerchio.

Un analogo procedimento si puo seguire per definire il volume di un cilindro,
alpaii"tire dalle classi A, e B, costituite dai volumi dei prismi inscritti e circoscritti
al cilindro.

I/ volume di un cilindro é ['elemento di separazione tra la classe dei volumi
det prismi inscritti e la classe dei volumi det prismi circoscritti al cilindro.

In effetti si dimostra che le classi di cui alla definizione precedente sono
contigue e percio hanno un unico elemento di separazione
Si dimostra inoltre il seguente utile '

= Y A e

Il volume di un cilindro & il prodotto dell’area della base per la misura h
dellaltezza. Iz formule:

V=m’h

ove r ¢ il raggio della base.

I/ volume di un cono ¢ ['clemento di separazione tra la classe dei volumi
delle piramidi inscritte e la classe dei volumi delle pirameidi circoscritti al cono.

In effetti, anche in questo caso, si dimostra che le classi di cui alla definizione
precedente sono contigue.
Si dimostra inoltre il seguente utile

Il volume di un cono & la terza parte del prodotto dell’area della base per la
misura h dell’altezza. In formule:

ove r ¢ il raggio della base.

Volume del tronco di piramide e del tronco di cono

Data una piramide, vogliamo determinare il volume del tronco ottenuto
sezionando la piramide con un piano parallelo alla base (Fig. 21.5).
Sia b la distanza tra le due basi A e A' del tronco e x la distanza della base

A' dal vertice V.
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La misura V del tronco di piramide & evidentemente la differenza tra la
misura della piramide data e quella della piramide ottenuta sezionando la prima:

6.1) V:—;—A(b+x)——31—A'x=%[Ab+(A—A')x]

Poiché le aree di sezioni parallele di una piramide sono proporzionali ai
quadrati delle misure delle loro distanze
dal vertice, si ha

A:A'=(h+x):x° I
ovvero, estraendo la radice quadrata ’ X
VA h+x __fg_+1 '
VAT x % %
da cui, risolvendo rispetto a x, si ha facil- | h
mente 1
v hV A A
VA-VA
Sostituendo nella (6.1), si trova: Fig. 21.5.
1 hV A'
Vz'—'[Ab-l-(A*A') ]_—_
3 VA-VA
1 A-AYAVA (WA+VA")
=— |Ab + ,
3 A-A
=S h A+ VAT (VA + VAT )]

In definitiva

V:%b(B+VB' B+ B

Si pud dimostrare poi che i/ volume V del tronco di cono, i cui raggi delle basi
misurano r e ', é dato da

V= -31— b (24 +r?)

ove b & la distanza tra le basi.

Volume della sfera

Su un piano a, consideriamo, come in Fig. 21.6, meta della sfera di raggio
7 ed il solido che si ottiene togliendo da un cilindro la cui base abbia raggio 7 e
la cui altezza sia pure 7, tutti i punti interni al cono avente la stessa base e la stessa
altezza.
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TEOREMA
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della sfera)

8.

/,..f. P : \ C a:. H* . K b ) /
f s X\ X
a /

Fig. 21.6 - Tagliando con il piano f la semisfera e la scodella di Galilei,-si ottengono un cerchio € ed una
’ corona circolare 6'.

Tale solido si chiama «scodella di Galilei» (?)

Intersecando la semisfera e la scodella con un piano 8 parallelo ad a si
ottengono rispettivamente un cerchio € ed una corona circolare €'

Detta x la distanza tra i piani a e 8, la misura del raggio del cerchio € & data

da V #*—x* , in quanto il raggio & cateto di un triangolo rettangolo la cui
ipotenusa & r e I'altro cateto vale x.

Inoltre i raggi della corona circolare hanno lunghezze 7 e x, come si verifica
facilmente, per la -similitudine fra il triangolo CHK ed il triangolo rettangolo
isoscele CBA (in cui CB=BA=r).

Le aree di 6 e %' sono allora rispettivamente

A=rn(-%x% , A =m’-m’

e quindi coincidono. _
Applicando il principio di Cavalieri, abbiamo che il volume della semisfera
coincide con quello della scodella. Poiché quest’ultimo é la differenza dei volumi

del cilindro e del cono che generano la scodella, e cioé
mr? - r———l—m'z - r:?m{

3

¢ dimostrato il seguente

Detto V il volume della sfera di raggio r, si ha

4
=—ar

3

Area della superficie sferica

Immaginiamo di suddividere la superficie della sfera mediante meridiani e
paralleli in quadrilateri curvilinei come il quadrilatero ABCD della Fig. 21.7.

Eseguendo una suddivisione sufficientemente fitta, possiamo riguardare tali
quadrilateri come approssimativamente piani.

(1) Galileo Galilei (1564-1642), sommo scienziato italiano.
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Congiungiamo il centro O della sfera con

NE s e
i vertici di tutti i quadrilateri ed osserviamo /-/i, 3 _d,_./\\\
che in tal modo la sfera risulta decomposta in e A N\
piramidi di altezza uguale al raggio, la cui /.. 88p.| . -\
somma delle basi coincide approssimativa- / WA H “’
mente con la superficie sferica. Ne segue che ( ' \

un’unica piramide, che ha base congruente \
alla superficie sferica e per altezza il raggio.

Ricordando la formula per il volume di una -‘
piramide, il volume V della sfera é dato da "\\ /

il volume della sfera ¢ uguale al volume di |~~~ P eSS s
y |

(8.1) V=%,S

ove S € l'area della superficie sferica.
Sostituendo nella (8.1) I'espressione di V trovata nel teor. 7.1, si ha

% = % rS
da cui:
S = 4mr?

Abbiamo cosi ottenuto, anche se in maniera intuitiva e non attraverso una
dimostrazione rigorosa che richiederebbe gli strumenti dell’Analisi Matematica,
il seg. teorema.

Detta S P'area della superficie sferica di raggio r, si ha
S =4nr?

Misure relative alle figure sferiche

Sussistono le seguenti formule relative all’area di parti della superficie sferica
e al volume di parti della sfera gia definite nel capitolo precedente.

1. L’area di una calotta (o di una zona) sferica di altezza b e raggio r &

A=2mh
2. L’area del fuso sferico di ampiezza in gradi pari a a e raggio r é:
—
A=mr 50
Se p & Pampiezza in radianti dell’angolo di a gradi, cioé p =%, si ha:

A=2rp
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Se del fuso & nota la misura # dell’arco equatoriale, dalla proporzione
A:4nr*=a : 2mr

si deduce
47r%a

A= P

=2va

. Il volume del segmento sferico ad una base di altezza / e raggio r & dato da:

2)*?””’

V'—‘%ﬂ'

. Il volume del segmento sferico a due basi di altezza / e raggi delle basi 7, e

7, & dato da

3
i) +—;—7L'(7‘12+7”22)/9.

4
V=g 2
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